
住宅學報　第二十八卷第二期　民國一○八年十二月　學術論著　第63頁—80頁
JOURNAL     OF     HOUSING     STUDIES,     VOLUME     28     NO.    2,     DECEMBER    2019

學術論著

(本文於2018年10月22日收稿，2019年1月7日審查通過，實際出版日期2019年12月)

 * 國立高雄大學金融與管理學系助理教授
  Assistant Professor, Department of Finance, National University of Kaohsiung, Kaohsiung, Taiwan.
  E-mail: wkwang@nuk.edu.tw

不動產逆向抵押貸款評價與提前解約之分析
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摘　要

我國自2013年3月1日開始試辦不動產逆向抵押貸款(reverse mortgage, RM)以來，國人對此
類商品漸漸熟悉，越來越多的金融機構也開始推出RM合約。RM合約的相關研究，包含了如
計價避險、社會福利或保險以及法規等不同方面的討論。本研究以計價方面為討論主軸，建

構一評價模型，探討我國RM合約評價問題。本文目的除了評價RM合約價值，也利用實質選
擇權理論(real option theory)分析發生提前解約的最佳條件為何。本文之貢獻除了對RM合約提
出不同訂價的觀點外，也提供提前解約時最低房價方便的估計方式。實證顯示，RM合約生效
初期提前解約的門檻偏低，造成提前解約的可能性較高。

關鍵詞：計價問題、實質選擇權、不動產逆向抵押貸款、提前解約

ABSTRACT
Following the government of Taiwan’s introduction of the concept of the reverse mortgage 

(RM), RMs have become available and been noticed in Taiwan since March 1st, 2013. Several 
financial institutions in Taiwan have also introduced different types of RMs. Studies on RMs 
mainly focus on pricing and hedging, the social-welfare effect, and policies. In this study, 
we establish a model to price RMs. In addition, we apply real option theory to estimate the 
optimal conditions under which a borrower should terminate a RM. This study provides a 
different analysis in terms of pricing an RM, and estimates the optimal house price at which the 
RM should be terminated. The empirical evidence shows that the likelihood of an RM being 
terminated is higher at the beginning of the duration of the contract.

Key words: pricing problems, real options, reverse mortgage, termination of contract

一、 前言與文獻介紹
近年來全球的少子化問題日趨嚴重，尤其我國的出生率與其他國家相較屬於偏低。少

子化除了帶來勞動力短缺的衝擊外，也造成了獨居長者生活照顧問題。對於膝下無子女之

長者，在無後足夠儲蓄或是代子女支援之下，可能面臨生活上的經濟困境。即便長者擁有房
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產，在不便出售或不易出租之情形下，也無法利用該房產獲得穩定的現金流。因應此問題，

我國政府自2013年3月1日開始推行“不動產逆向抵押貸款試辦方案”。RM合約的概念可回朔至
1960年代，經過數十年的發展，已成為一種重要的貸款模式。除了在歐美各國盛行之外，亞
洲國家報含日本和新加坡等，也都積極推出相關的商品。台灣也在這幾年的發展後，陸續出

現不同金融機構推行RM相關商品。
RM合約的概念可用“以房養老”四字形容。由長者向銀行抵押房產，換取穩定的現金流以

維持生活。我國在開始試辦RM業務時，相關的條件限制包含：借方年齡、國籍、無法定繼承
人、所抵押之房產條件等。由於國人受“有土斯有財”觀念影響，初期對於申辦RM相關商品較
持保留態度。但隨著近年來觀念的改變，以及越來越多金融機構推出相關商品，國人對RM合
約已有較高的接受度。而RM合約的年金給付方式，也有不同的選擇，包含：一次性全額領
取、定期年金領取以及終身年金領取等。而在試辦初期，RM合約不可提前解約。但在相關商
品多樣化之後，法定繼承人可繼承房產剩餘價值和提前解約皆有可能。

有關RM的探討，可依照討論方向分類過去文獻。依照借方角度分析市場需求容納量或年
金領取效益的文獻有Venti & Wise(1991)、Merrill et al.(1994)、鍾俊文與游欣霓(2007)、黃泓智等
(2008)，王儷玲等(2011)等。另一方面，Stucki(2006)、Davidoff(2009)、周台龍與鄭文輝(2008)
等，則是以社會福利角度探討。本文所探討的方向為計價方面。主要原因為RM合約的計價會
直接影響到借貸雙方交易此約合的意願。另一方面，由於RM合約存續期間較長，因此錯誤的
計價可能導致借方或貸方在未來的極大損失。例如，借方所能領取的年金被低估，無法發揮

RM合約之功能；或是貸方給付過高的年金，進而造成未來年金給付之困難，甚至出現違約風
險發生的可能性。

由於RM合約受到房價、利率以及借方存活機率等因素影響，在計價時必須要將這些因
素考慮進來。而又因為計價需要採用數學模型，因此必須利用適當的方程式來模擬這些因

素的變動。在房價方面，採用離散時間模型模擬房價的文獻包含：Chen et al.(2010a)與Lee 
et al.(2012)利用ARMA-GARCH模型、Li et al.(2010)使用ARMA-EGARCH模型。另一方面，
部分文獻採用連續時間模型模擬房價變化。傳統文獻中，多採用幾何布朗運動(geometric 
Brownian motion, GBM)模擬房價，例如：Kau et al.(1992; 1993; 1995)、Szymanoski(1994)、
Kau & Keenan(1995; 1999)、Yang et al.(1998)、Ma et al.(2007)以及Chen et al.(2010b)以及Huang 
et al.(2011)。採用GBM的一個優點，在於GBM的形式相對簡單。另一方面，由於在計算公允
價格，即無套利價格時，須採用風險中立機率，GBM在轉換機率測度(probability measure)時，
複雜度較低。並且，相較於其它隨機過程，GBM的參數在估計上也較容易。因此GBM在理論
分析和實務應用上，仍有其一定的重要性。另一方面，由於GBM為連續的隨機過程，無法模
擬實務上房價發生突然崩跌的現象。因此有部分文獻在模擬房價時，採用GBM加上卜松過程
(Poisson process)。例如Lee et al.(2012)。

有關利率方面，由於RM合約相對於部分衍生性商品的存續期間更長，對於利率的假設，
理想上應採用隨機利率模型。過去文獻中，隨機利率相關的數學模型包含：Vasicek(1977)、
Cox et al.(1985)以及Hull-White模型等。在Chen et al.(2010b)中，作者採用了Cox et al.(1985)的
利率模型來模擬利率。而在Ma et al.(2007)中，作者則是採用了Vasicek(1977)的模型模擬利率。
然而如上述所言，這兩篇文獻已先採用了GBM模擬房價，加上採用隨機過程模擬利率，造成
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數學模型中牽涉至少兩條隨機微分方程(stochastic differential equation, SDE)，這類的模型一般
在求解上非常困難。故這兩篇文章中的分析，都採用數值模擬方式。前者利用了有限差分法

(finite difference method)，而後者則採用了蒙地卡羅法(Monte Carlo method)。因此雖然上述模
型相較於固定利率模型較為精確，然而在實務上的應用，所受到的限制也可能較大。而在Lee 
et al.(2012)中，作者是利用Cox et al.(1985)模擬利率，並且提出了封閉解(closed solution)的近似
方法。最後，在借方存活機率部分，文獻大多利用Lee & Carter(1992)估計死亡率的模型，例
如：Huang et al.(2011)以及陳勤明等(2017)。

由於陳勤明等(2017)的RM評價模型得到RM合約價值的封閉解，在實務上有相當大的應用
性，本文因此利用並延伸陳勤明等(2017)的模型，重新探討RM合約評價問題。在該模型中，
作者假設借方所領取之年金為一固定值，並且加入可續住房產的權利，計算生存給付。另

外，作者也考慮借方死亡時，房產剩餘價值可繼承的因素。因此利用Black & Scholes(1973)的
買權計價公式，計算房產剩餘價值。本文延伸其概念，重新計算RM合約價值，而本文中所探
討的RM合約，是以放寬房屋剩餘價值繼承為主。實證結果顯示，在與陳勤明等(2017)模型相
同假設下，我們的RM合約評價之結果較低。另外，在RM合約不限制提前解約之下，我們提
供估計提前解約條件的簡單公式。實證結果顯示，若不限制提前解約，RM合約在生效初期時
發生提前解約的門檻偏低，因此貸方可能面臨較高的提前解約風險。

本文的撰寫結構如下：第二節介紹如何延伸陳勤明等(2017)之評價模型，並且推導利用本
研究評價模型所得到的RM合約價值封閉解。除此之外，也分析允許提前解約的狀況和求解提
前解約的門檻條件，並介紹估計提前解約門檻所需要的假設。第三節針對第二節的結果進行

敏感度分析。第四節中選定各參數數值實際進行計算。最後，第五節提供本研究所得之結論

與建議。

二、 評價模型與提前解約之條件
本節介紹如何延伸陳勤明等(2017)之評價模型，並對RM重新評價。並且分析在提前解約

須給付違約金下，借方應在何種條件下提前解約。我們先於表一中定義建構模型所使用的部

分參數，後續建構模型時仍會提及。

表一　部分符號解釋

符號 解　釋

r 無風險年利率

μ 房價年成長率

δ 房價折舊率

σ 房價波動度

α 年金給付率

β 房租收益率

ρ 貸款利率

C 提前解約時的違約金
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根據陳勤明等(2017)之評價模型，我們假設 t 時房價x(t)服從下列GBM：
dx(t) = (μ – δ) x(t)dt + σx(t)dW(t)，........................................................................................... (1)

其中μ為房價年平均成長率、δ為房價折舊率、σ > 0為房價波動度、W(t)為衛納過程(Wiener 
process)。陳勤明等(2017)認為，借方生存期間擁有房產續住權，以及考慮死亡時房產繼承權
因素，貸款於 t 時之利益B(t)應表示為：

B(t)=
LB(t),if t < τ

DB(t),if t = τ

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

， ........................................................................................................ (2)

其中 τ 為借方死亡時間。LB(t)和DB(t)分別為借方之生存給付與死亡給付。對於死亡時間 τ，與
陳勤明等(2017)之評價模型不同之處，在於我們的模型放寬 τ 為貸款期間之年度期末之假設。
在我們的模型中，死亡時間為任意時間。因此，我們的模型為一連續時間模型。

關於上述的生存給付，根據陳勤明等(2017)，借方將獲得年金給付以及續住權利，而續住
權利之價值由租金收益表示。假設t = 0為不動產逆向抵押貸款合約起始時間。並假設借方所收
受之年金金額，為房價於合約起始時間之固定比例，即αx(0)，其中α > 0，且房屋租金為房價
之固定比列，即βx(t)，其中β > 0，則時之生存給付為：

LB(t) = αx(0) + βx(t)。 ............................................................................................................... (3)

另一方面，在 τ 時，由於借方繼承人可繼承房產剩餘價值，在房價高於年金累積價值時，借方
繼承人可得到死亡給付金。若房價低於年金累積價值，則借方繼承人無法得到死亡給付金。令 
r 為無風險年利率且 ρ > r 為貸款利率，則至借方死亡時的年金累積價值為：

eρtax(0)dt = ax(0)
ρ0

τ

∫ (eρt −1)。 ................................................................................................. (4)

因此，死亡給付之計算為：

DB(t)= max x( ) ax(0) (e t 1),0 。 ..................................................................................... (5)

在給定 τ 之下，年金累積價值為已知。因此死亡給付之計算，如同歐式買權(European call 
option)之到期報酬。

為了求得不動產逆向抵押貸款之公允價值，我們利用風險中立計價法(r isk-neutral 
valuation)。首先利用Girsanov轉換(Girsanov transformation)，先將式(1)轉換成風險中立機率測
度(risk-neutral probability measure)下的GBM：

dx(t) = (r – δ) x(t)dt + σx(t)dW*(t)， .......................................................................................... (6)
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其中W *(t)=W (t)+ µ − r
σ

t為風險中立機率測度下的衛納過程。在給定 τ 之下，RM合約於 t 時價

值之計算為：

V (t, x)= E e−r(s−t )LB(s)ds+ e−r(τ−t )DB(τ ) x(t)= x
t

τ

∫{ }， ............................................................ (7)

其中E{·∣·}為風險中立測度機率下的條件期望值算子，且限制式為式(6)。式(7)的計算可分解
為兩部分：一為生存給付之折現累積價值，另一則為死亡給付之折現價值。令：

V(t, x) = VL(t, x) + VD(t, x)， ....................................................................................................... (8)

其中：

VL (t, x)= E e−r(s−t )LB(s)ds x(t)= x
t

τ

∫{ }， .................................................................................. (9)

和：

VD (t, x)= e
−r(τ−t )E DB(τ ) x(t)= x{ }。 ....................................................................................... (10)

根據Bellman原則(Bellman principle)，VL(t, x)滿足下列Hamilton-Jacobi-Bellman方程式(HJB 
equation)：

rVL (t, x)−
∂
∂t
VL (t, x)

= ax(0)+βx+ (r −δ)x ∂
∂x
VL (t, x)+

σ 2x2

2
∂2

∂x2
VL (t, x)

， ..............................................................(11)

並且VL(t, x) = 0。
上述式(9)之解在條件VL(t, x) = 0之下為VL(t, x) = A(t)x + B(t)，其中A(τ) = B(τ) = 0。將解帶

入式(11)可得到：

r(A(t)x + B(t)) – (A'(t)x + B'(t)) = αx(0) + βx + (r – δ)A(t)x。 ................................................. (12)

比較係數之後，可得到下列微分方程：

A'(t) = δA(t) – β， .................................................................................................................... (13)

和

B'(t) = rB(t) – αx(0)。 .............................................................................................................. (14)

求解式(13)和式(14)可得到：
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A(t)= β
δ
1− e−δ (τ−t )⎡⎣ ⎤⎦以及 B(t)= αx(0)

r
1− e−r(τ−t )⎡⎣ ⎤⎦。 ................................................................ (15)

最後，關於死亡給付之價值，由於其與歐式買權之報酬具有相同型式，因此其與標的股票給

付股票股息之Black-Scholes買權計價公式相同，即：

VD (t, x)= e
−δ (τ−t )xN(d1(τ ))− e

−r(τ−t ) eρτ −1
ρ

αx(0)N(d2 (τ ))， ...................................................... (16)

其中：

d1(τ )=
ln ρx
(eρt −1)αx(0)
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟+ r −δ +σ

2

2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟(τ − t)

σ τ − t
、 ...................................................................... (17)

d2 (τ )= d1(τ )−σ τ − t 、 ......................................................................................................... (18)

N(d)= 1
2π

e
−
z2

2 dz
−∞

d
∫ 。 ......................................................................................................... (19)

目前為止的分析皆是建立在死亡時間 τ 給定時，RM合約價值應為何。然而死亡時間應為
隨機。我們假設RM合約起始時，借方為 γ 歲，並將當時時間訂為 t = 0。定義s(t; γ)為借方存
活到 t 時之生存函數。則 t 時之死力(force of mortality)為：

m(t;γ )= − s '(t;γ )
s(t;γ )。 ................................................................................................................... (20)

因此，生存至 t 時並瞬間死亡於 t 時的機率為s(t; γ)m(t; γ)dt = -s'(t; γ)dt。故RM合約之起始價值
為：

VRM = −
βx(0)
δ

1− e−δτ( )+αx(0)r
(1− e−rτ )

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥0

∞

∫ s '(τ ;γ )dτ

− e−δτ x(0)N(d1(τ ))− e
−rτ eρτ −1

ρ
αx(0)N d2 (τ )( )

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟0

∞

∫ s '(τ ;γ )dτ
。 .................................... (21)

比較式(21)與陳勤明等(2017)中式(6)，可以發現除了對時間之假設為連續和離散之不同外，對
於生存給付的價值計算也有不同。在陳勤明等(2017)中，生存給付只計算於 t 時所獲得之期望
年金給付與租金收益；而在本模型中，則是計算期間借方的期望累積折現年金與租金收益。

而在死亡給付方面，本文計算期望價值時是採用借方必須活到 τ 時並且於 τ 時死亡，這與陳勤
明等(2017)之計算方式也不同。
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我們接下來考慮RM合約提前解約之情況。在數學上，這類問題為實質選擇權(real option)
問題，該類問題可轉換成偏微分方程(partial differential equation, PDE)的自由邊界問題(free 
boundary problem)。然而，求解此類問題的解析解(analytical solution)相當困難，因此多半採
用數值方法求解，如樹狀圖模型(lattice model)或是有限差分法(finite difference method)。在實
務上提前解約發生時，借方可取回房產，並償還已領取年金與利息，以及繳付違約金。然而

要精確估算提前解約條件，也應考慮借方因提前解約而損失的價值，其價值為RM合約剩餘價
值。RM合約價值由生存給付和死亡給付組成，而生存給付又包含年金給付和房租收益。由於
可提前解約，我們認為死亡給付不在借方考量的損失價值之中。另一方面，不管是否執行提

前解約，借方皆有居住原屋的權利，故房租收益亦非應考量的損失價值。而年金給付則因為

提前解約而停止。因此若提前解約於 t 時發生，借方的價值應為：

∫α
ρ

α
γ τ

τ

=
− − + − − <

≥

ρ − −∞

F t x
x x e x

r
e s z dz C if t

if t
( , )

(0) ( 1) (0) (1 ) '( ; ) ,

0,

t r z t
t

( )

{ ， ............................... (22)

其中提前解約違約金為C  ≥  0。所需償還的年金和利息則以貸款利率計算其終值。而

−
αx(0)
r

[1− e−r(z−t ) ]s '(z;γ )
t

∞

∫ dz即為利用死亡機率所計算的未來領取年金現值之期望值。最後我

們可以得到計算提前解約價值的數學模型：

V̂ (t, x)=maxT≤Tmax E e−r(T−t )F(T , x(T )) x(t) = x{ }， .................................................................... (23)

其中Tmax為生物最大年齡與RM合約生效日之差距。

對於式(23)的求解，由於F(t,x)與變數 t 有關，求解上相對困難，較常使用數值求解。然
而，若能在適當假設下，降低數學難度並求得可分析的公式，則在實務上有更大的應用。我

們做出以下兩個假設：

1. 考慮提前解約可能發生於近期未來[t, t']。
2. 式(22)中因提前解約所損失的價值，不採用於每個時間點的損失價值，而是採用[t, t']的平均
損失價值。

以上第二個假設會使得式(22)的F(t, x)與變數 t 不相關。而第一個假設，若所選的[t, t']長度足夠
長，由於提前解約之概念相似於美式選擇權(American-style option)，第二個假設如同選擇權的
執行價格(strike price)為常數，在存續期間較長時，選擇權價值與最佳履約曲線(early exercise 
curve)初期受到時間因素影響較小。若定義為M[t, t']為於[t, t']中，於各時間點所償還的年金和利
息，以及損失的未來年金現值之平均值，則我們可以將式(22)取代為：

G(x)=
x M [t ,t '] C, if t <

0, if t ≥
。 ............................................................................................ (24)
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因此式(23)改寫為：

V (t, x)=maxT≤Tmax E e−r(T−t )G(x(T )) x(t)= x{ }。 ....................................................................... (25)

對於式(25)的求解，我們利用Dixit & Pindyck(1994)中所介紹的實質選擇權(real option)計價
方法求解，可轉換成偏微分方程的自由邊界問題。其所需滿足的偏微分方程為：

rV (t, x)− ∂
∂t
V (t, x)= (r −δ)x ∂

∂t
V (t, x)+σ

2x2

2
∂22

∂x2
V (t, x)， ...................................................... (26)

並滿足以下條件：若T* < t為最佳解約時間，則：

V (T *, x*)= x* −M [t ,t '] −C， ...................................................................................................... (27)

∂
∂x
V (T *, x*)=1。 ..................................................................................................................... (28)

式(27)和式(28)分別被稱為value-matching條件和smooth-pasting條件。根據我們所做的假設， 

[t, t']長度必須較長，因此時間對提前解約的價值影響較小，故
∂
∂x
V (t, x)可被忽略不計。式(26)

因此可退化為常微分方程(ordinary differential equation, ODE)。其解形式為V (x)= axb，其中a和
b為未知係數。將解代入方程式後比較係數，可以得到：

b =
−(r −δ −σ

2

2
)+ r −δ −σ

2

2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

+2σ 2r

σ 2

。 ............................................................................. (29)

此處 b 可被證明其值大於1。另一方面，利用式(27)和式(28)，我們可求得提前解約時最低房價 
x* 和係數a：

x* = b
b−1

(M [t ,t '] +C)， ............................................................................................................. (30)

以及a = 1
b(x*)b−1 。若x > x*，則提前解約應立即發生，因此提前解約的價值為：

V (x)= x −M [t ,t '] −C。 .............................................................................................................. (31)

最後，我們提出近期未來[t, t']長度的選擇建議。為了提高估算提前解約的最低房價的精
確度，我們需要降低該時段因提前損失的平均損失價值M[t, t']與實際損失價值之差距。因此在 
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[t, t']長度足夠長時，我們計算於各時間點的實際損失價值，並進一步計算平均值以及標準差
後，求得變異係數(coefficient of variance)。在變異係數較低時，代表實際損失與平均損失之差
異較小。使得該估計方式下所計算的提前解約時最低房價較為精準。因此在實務上，可利用

式(30)估算當前發生提前解約的可能性。

三、 敏感度分析
本節針對第2節所求得的RM合約價值和提前解約條件進行敏感度分析。我們探討的參數

包含了：起始房價x(0)、年金給付率α、房租收益率β、無風險年利率r、房屋折舊率δ、房價波
動度σ以及貸款利率ρ。我們除了分析RM合約價值外，也討論各參數對估算的提前解約最低房
價，即式(30)，之影響。

我們從起始房價x(0)開始。首先根據第2節結果，在t = 0時，d1(τ)和d2(τ)之值皆與x(0)無
關，此代表在風險中立角度下，房產剩餘價值為正的機率與起始房價無關。我們可以從(21)式
中觀察到，VRM會隨著x(0)遞增，即起始房價越高時，RM合約價值也越高。其原因為年金給
付較高，並且在風險中立角度下，平均房租收益也更高，因此得到較高的平均生存給付。而

死亡給付方面，在式(21)中，
ax(0)
ρ

(eρτ −1)如同歐式買權的執行價格(strike price)。雖然此項隨

著x(0)上升，但因為買權最低價值為0，因此若死亡給付不是深度價內(deep-in-the-money)時，
較高的起始房價會放大未來的可能死亡給付，因此死亡給付的價值也隨著起始房價上升。而

根據式(30)，在起始房價較高時，由於因提前解約所償還的年金和利息增加，且因提前解約而
損失的未來年金給付也增加，因此估算的提前解約最低房價也上升。 

我們接下來討論年金給付率 α 的影響。在年金給付率較高時，借方可以得到較高的年
金，導致生存給付升高。在死亡給付方面，較高的生存給付率將會降低房屋剩餘價值為正的

機率，進而造成死亡給付價值下降。因此RM合約價值如何受到年金給付率影響並無明確結
果。同樣的現象，也發生在租金收益率 β，其原因類似於年金給付率的例子，於此不再重複敘
述。在提前解約的最低房價方面，如同上述的起始房價一樣，較高的年金給付率造成償還的

年金和利息以及因提前解約而損失的未來年金都升高，因此降低借方提前解約的意願，即提

前解約的最低房價也上升。而房租收益率則對提前解約的最低房價無影響。

有關無風險年利率的影響，我們假設，即不考慮負利率與零利率之情形。首先：

d
dr
1− e−rτ

r
=
e−rτ (rτ +1)−1

r2
， .................................................................................................... (32)

因為[e-rτ(rτ+1)–1] | r=0 = 0且：

d
dr
[e−rτ (rτ +1)−1]= −rτ 2e−rτ < 0， .......................................................................................... (33)
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我們得到：

d
dr
1− e−rτ

r
=
e−rτ (rτ +1)−1

r2
< 0。 .............................................................................................. (34)

因此無風險年利率上升時，累積折現年金給付將下降，此導致生存給付下降。另一方面，根

據歐式買權權利金性質，無風險年利率上升時，買權權利金會上升，故死亡給付上升。綜合

以上分析，RM合約價值在無風險年利率上升時，並無明確結果說明其如何被影響。在提前解
約時的最低房價方面，由於提前解約而造成的年金損失隨著高無風險年利率而上升，因此降

低了借方提前解約的意願，故提前解約的最低房價較高。

在房屋折舊率 δ 的影響方面，如同無風險年利率的分析方式，較高的房屋折舊率會降低
生存給付。有關死亡給付的部分，由於我們可將死亡給付視為一個歐式買權，其標的物股票

連續給付股票股利，而 δ 之作用如同股票股利。故房屋折舊率上升，將導致死亡給付下降。
因此在房屋折舊率上升時，RM合約價值將下降。其原因為房屋價值上升速度較慢或下降速
度較快，導致租金收益減收，而房屋剩餘價值也有較大機會偏低。在提前解約的最低方價方

面，由於：

∂
∂δ
b = 1

σ 2 1−
r −δ −σ

2

2

r −δ −σ
2

2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

+2σ 2r

⎡

⎣

⎢
⎢
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⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
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> 0， ............................................................................. (35)

故房屋折舊率升高時，
b
b−1將下降。因此提前解約的最低房價也下降。其可能原因為較高的

房屋折舊率使得高房價發生可能性降低，因此若考慮提前解約，借方不應等待高房價的出現

再執行。

我們現在討論房價波動度σ的影響。首先式(21)中可見生存給付並未受到房價波動度影
響。而由於死亡給付與歐式買權之概念相同，因此房價波動度上升時，死亡給付的價值也隨

之上升。整體而言，RM合約價值與房價波動度呈正向關係。在提前解約時的最佳房價方面，
因為：

b
b−1

=

− r −δ( )+ r −δ −σ
2

2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

+2σ 2r +σ
2

2

− r −δ( )+ r −δ −σ
2

2
⎛

⎝
⎜

⎞
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⎟

2

+2σ 2r −σ
2

2

， ........................................................................ (36)
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當房價波動度上升時，
b
b−1也上升，因此我們得到提前解約的最低房價，會隨著房價波動度

上升。其可能原因如下：當房價波動度較高時，會使得高房價出現的機會增加。因此借方若

考慮提前解約RM合約，會有較多的動機等待更高的房價出現。

最後我們探討貸款利率 ρ 的影響。首先式(21)中可得到生存給付與貸款利率並無關係。由

於
αx(0)
ρ

(eρτ −1)於死亡給付中類似於歐式買權的執行價格，且因為：

d
dρ

eρτ −1
ρ

=
eρτ (ρ2 −1)+1

ρ2
、 .................................................................................................... (37)

eρτ (ρ2 −1)+1⎡⎣ ⎤⎦
ρ=0

= 0以及：

d
dρ

eρτ (ρ2 −1)+1⎡⎣ ⎤⎦= ρ ρ2 +1( )eρτ > 0， ................................................................................... (38)

因此貸款利率上升時，
αx(0)
ρ

(eρτ −1)上升。其結果便是死亡給付價值下降。在提前解約房價方

面，由於所需償還的年金和利息因較高的貸款利率而上升，故借方提前解約的意願降低，因

此提前解約的最低房價較高。

本節最後將上述所有分析結果整理於表二。由於本文的數學模型是延伸陳勤明等(2017)，
因此本文在敏感度分析所得之理論結果，與陳勤明等(2017)符合。而部分未明之結果，則必須
進一步利用不同參數分析。在提前解約的最低房價方面，由於此類問題在求解上有其難度，

在敏感度分析上，多以代入參數模擬的方式處理。本文在適當假設下，估算的提前解約房價

條件計算容易，並可利用求得參數對提前解約條件之影響，對理論分析和應用上有其方便

性。

表二　生存給付、死亡給付、RM合約價值(生存給付與死亡給付之和) 
以及估算的提前解約最低房價與各因素之關係。

生存給付 死亡給付 RM合約價值 提前解約時最低房價

起始房價 ＋ ＋ ＋ ＋

年金給付率 ＋ － ？ ＋

房租收益率 ＋ － ？ ＊

無風險年利率 － ＋ ？ ＋

房屋折舊率 － － － －

房價波動度 ＊ ＋ ＋ ＋

貸款利率 ＊ － － ＋

“＋”表示正向關係；“－”表示負向關係；“＊”表示不相關；“？”表示無明確結果
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四、 數值結果
在本節中，我們設定各參數的數值進行RM合約價值，以及提前解約的最低房價計算。我

們採用了陳勤明等(2017)文章中的相同參數設定，各例子的共同參數數值列於表三。另一方
面，提前解約的違約金假設為起始房價的5%，而我們在估算提前解約的最低房價時，近期未
來的時間長度則假設為2年。

表三　各參數之數值

起始房價 無風險年利率 貸款利率 房價波動度 房屋折舊率 房租收益率 提前解約成本

10000000 1.375% 1.417% 10% 3% 1.57% 500000

有關死亡率的估算，我們利用Lee & Carter(1992)以及Human Mortality Database的資料估計。

表四列出各性別和年齡下的年金給付率：

表四　各性別和年齡下的年金給付率

年齡 年金給付率(男) 年金給付率(女)
65歲 3.324% 2.880%
70歲 4.176% 3.636%
75歲 5.436% 4.750%

利用表三和表四中的參數，我們將各性別、年齡以及年金給付率下的生存給付價值以及

死亡給付價值列於表五：

表五　各性別、年齡和年金給付率下的生存給付價值、死亡給付價值 
 以及RM合約價值 單位：萬元

年齡 男　性 女　性

生存給付 死亡給付 RM價值 生存給付 死亡給付 RM價值
65歲 796.40 203.36 999.75 821.14 155.65 976.79
70歲 773.25 244.65 1017.9 800.99 198.37 999.36
75歲 744.47 292.60 1037.1 774.17 249.28 1023.5

我們分析表五之結果，在模型假設無風險年利率為常數、房價滿足幾何布朗運動、以及

生存給付包含年金和房租報酬之下，若生存給付的計算僅考慮當前的年金給付和房租收益，

而死亡給付之計算採用的機率僅為各時間點的死亡機率，則本文模型估算的生存給付價值略

高，而死亡給付價值則是較低。前者的可能原因為本文模型對生存給付的計算是從合約開始

至死亡時間之間的折現累積年金和租金收益。而死亡給付發生的機率則是借方須先存活至該

時間，而後於該時間瞬間死亡，而非僅是使用該時間死亡的機率。另一方面，在沒有死亡給
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付之下，所有的RM合約價值皆遠低於起始房價，代表若RM合約沒有放寬房產剩餘價值繼
承，則年金給付率有上調空間。而在有死亡給付的情形下，RM合約價值與起始房價相差不
遠，代表年金給付率尚屬合理。

我們進一步討論，在各性別與年齡的條件下，年金給付率應為何才會使得：

1. 生存給付價值等於起始房價，或
2. RM合約價值等於起始房價。
上述第一種情況可解釋為RM合約限制房產剩餘價值繼承。我們利用求根演算法(root-finding 
algorithms)中的二分法(bisection method)進行求解。表六呈現使得生存給付價值等於起始房價
的年金給付率：

表六　各性別與年齡下，使得生存給付價值等於起始房產的年金給付率

年齡 調整後年金給付率(男) 調整後年金給付率(女)
65歲 4.509% 3.788%
70歲 5.796% 4.870%
75歲 7.777% 6.535%

比較表六與表四，我們得到在限制房產剩餘價值繼承下，現行的年金給付率必須大幅上調，

才能達到合約對借貸雙方公平。若放寬限制繼承，從表七中可見，現行的年金給付率並不需

要進行大幅度調整，即死亡給付價值約為起始房價與生存給付價值的差值。因此也可藉由放

寬繼承房產價值限制，來達到對借貸雙方皆公平的現象。

表七　各性別與年齡下，若放寬房產繼承限制，RM合約價值等於起始房產的年金給付率
年齡 調整後年金給付率(男) 調整後年金給付率(女)
65歲 3.326% 3.039%
70歲 3.983% 3.642%
75歲 4.879% 4.459%

由於無風險年利率也是影響RM合約的重要因素，我們接下來討論無風險年利率變化時，
如何影響RM合約價值。此處由於貸款利率是無風險年利率加上利差0.042%，因此貸款利率也
會跟著變動。為了簡化分析，我們僅討論RM合約起始時間為借方65歲時。無風險年利率假設
為：0.775%、1.075%、1.375%、1.675%以及1.975%。表八呈現各無風險利率下的男性和女性
的生存給付價值、死亡給付價值和RM合約價值：
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表八　各性別以及無風險年利率下的生存給付價值、死亡給付價值 
 以及RM合約價值 單位：萬元

無風險 
年利率

男　性 女　性

生存給付 死亡給付 RM價值 生存給付 死亡給付 RM價值
0.775% 838.87 195.89 1034.8 867.22 147.64 1014.9
1.075% 817.05 199.58 1016.6 843.51 151.59 995.09
1.375% 796.40 203.36 999.75 821.14 155.65 976.79
1.675% 776.84 207.23 984.07 800.03 159.83 959.86
1.975% 758.31 211.20 969.51 780.10 164.11 944.21

在表八中，我們可以發現無風險年利率升高時，生存給付價值下降而死亡給付價值上升。RM
合約價值則呈現下降趨勢。推測其可能原因為高無風險年利率導致年金給付和租金收益現值

降低，因而降低累積價值。而雖然貸款利率升高，但因為年金給付現值降低，因此房產剩餘

價值升高，造成死亡價值升高。

我們現在利用式(30)估算各年齡下的提前解約時最低房價。首先，我們先確認所設定的近
期未來長度，是否使得平均損失價值取代各時間點實際損失價值適當。我們將各年齡與性別

的兩年間於各時間的實際損失變異係數呈現於表九。由表九中可見，近期未來為兩年所得到

的變異係數約在1.6%至3.3%之間，代表平均值與各實際值之差距較小。因此我們認為，近期
未來為兩年的設定尚屬合理。又由於兩年對選擇權為較長的存續期間，因此降低了時間對價

值的影響，故式(30)估計提前解約的最低房價有一定可信度。

表九　利用式(30)估計提前解約的最低房價時，兩年間各時間點實際損失價值的變異係數範圍
男　性 女　性

65歲 1.78% ~ 2.06% 1.67% ~ 1.88%
70歲 1.96% ~ 2.50% 1.96% ~ 2.15%
75歲 2.19% ~ 3.23% 2.20% ~ 2.24%

表十呈現不同年齡和性別的RM借方，在不同歲數下的提前解約最低房價。從表十中可
見，提前解約的最低房價隨著年齡上升而增加。其解釋如下：雖然因提前解約而損失的年金

給付減少，但因為貸款利率高於無風險年利率，使得需要償還的年金和利息上升速度更快，

因此高歲數時，提前解約的損失價值更高，造成提前解約的意願下降，此結果於實務上的認

知一致。另一方面，表十中也發現男性的提前解約最低房價皆高於女性。其可能原因為女性

的年金給付率較低，造成因提前解約所需償還的年金和利息，以及損失的未來年金都較低，

因此女性提前解約的意願較男性高。在各性別不同起始年齡之下，高起始年齡的提前解約最

低房價，隨歲數的遞增速度較高，換言之，提前解約的意願快速下降。其可能原因為起始年

齡較高時，年金給付率更高，造成償還的年金和利息隨時間上升較快。最後，在RM合約生效
時，借方的提前解約最低房價皆低於起始房價，代表借方在初期就應提前解約。這結果顯示
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貸方在設計合約內容時，應思考如何降低RM合約生效初期提前解約可能性較高的狀況。

表十　各起始年齡和性別的RM借方，於不同歲數時的提前解約 
 最低房價。 單位：萬元

男　性 女　性

起始65歲 起始70歲 起始75歲 起始65歲 起始70歲 起始75歲
65歲 826.15 None None 812.49 None None
70歲 934.30 855.23 None 893.69 847.32 None
75歲 1059.03 994.74 885.58 988.96 952.43 881.81
80歲 1203.34 1158.00 1076.66 1101.36 1078.53 1027.83
85歲 1372.09 1351.17 1305.93 1234.37 1229.93 1206.17
90歲 1575.05 1585.38 1586.19 1396.61 1416.70 1428.70
95歲 1817.68 1866.81 1924.56 1594.69 1646.74 1705.26
100歲 2101.67 2197.92 2324.82 1831.47 1923.71 2040.74
105歲 2427.20 2578.04 2784.91 2110.34 2251.19 2438.90

五、 結論
由於少子化的影響，RM相關議題越來越熱門。此類合約可以幫助借方生活的基本需求，

但貸方若因此造成財務損失，會降低貸方推行的意願，甚至增加政府在長者照顧上的財政負

擔，因此如何計算其公平價值實為重要。本文延伸陳勤明等(2017)之RM合約評價模型，探討
我國RM合約評價問題。因為RM合約越來越多樣化，除了加入死亡給付條件外，也可放寬允
許提前解約的限制。我們假設解約時的違約金為固定，並在借方考慮應償還的年金和利息，

以及損失的未來年金之下，利用適當假設，求解估計提前解約最低房價的簡單公式。

根據本文模型所得到的評價公式，在無風險年利率為常數、房價滿足幾何布朗運動、且

生存給付包含年金和房租報酬之下，我們重新計算RM合約價值。本文也討論了各參數如何影
響生存給付價值和死亡給付價值。並且提出估計提前解約最低房價的方式，以供貸方在不同

環境之下，應如何調整RM合約相關參數。利用陳勤明等(2017)的實證資料，我們重新計算RM
合約價值。發現重新計算的生存給付價值仍然低於合約起始房價，因此在限制繼承房產剩餘

價值時，為增加借方申辦之意願，貸方可提高年金給付率。但實證資料顯示，此狀況下的年

金給付率調整幅度將較大。另一方面，除了升高年金給付率，也可朝向放寬限制繼承房產剩

餘價值方向思考，實證結果發現，若放寬限制繼承的條件，只需要小幅度調整年金給付率。

另一方面，本文也利用實證資料，分析各年齡和性別的RM借方提前解約的最低房價。本文發
現，提前解約在RM合約生效初期的門檻偏低，造成提前解約的可能性較高。因此貸方在設計
不限制提前解約的RM合約時，應考慮如何降低初期發生提前解約的風險。
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